13 Extremwerte bei Funktionen
mit mehreren unabhingigen
Variablen

13.1 Extremwerte bei zwei unabhingigen

Variablen
1. z;=3zz+6xy+3y2—48=0;z!’,=3x2+6zy=0;
Z— 2y >3 ~48=0=>y; =4, yp = —4
N=4=>z(x+8)=0=>z; =0, 2z, = -8
p=-4=2z(z—-8)=0=>z3=0,z4=28

” y Z;:’; Z;'y z;_'zz;'y (Z;Iy 2 Zgy
=6z+6y =6z =6z+6y
0 4] 24 0 0 <| 242 24
-8 | 4|-24 | -48 [(-24)-(-48)|>| 242 | —24 | Max.
0]—-4]-24 0 0 <| 242 -24
8| —-4]+24 +48 24 - 48 > | 242 24 Min.

2. Z=4zy+28 +2y=0; 2, =202 + 4zy+ 22 + 22 + 2y -4 =0
Zy—z; =222 +22-4=0
zy=1; =z=-2
z1=1: 4y+2y°+2y=0=y; =0und y, = -3
T2=-2: —8y+2y°+2y=0=>y3=0und y4 = 3
20, =4y ; z:,’y=4z+4y+2=z;{y

(2,9) | 2o |2y | diarthy | | (24)°
(1,0) 0] 6 0 |<| 36 |Sattelpunkt
(-2,0) 0| -6 0 |<| 36 |[Sattelpunkt
-2,3 12 6 72 > 36 Minimum
1,-3) | -12 | —6 72 > 36 Maximum




¢ G;l=14—2z1+1:2;G;2=28—4Zz+$1 )
z1 = —28 44z, m,:lO

" _
AuSGSI_G‘tz_Oﬁ{?Zl:l‘l-!—zz z1 =12

Geyoy = =25 G0y =Gy = 15 Giyey =4

2
Aus G, Glyuy = (-2)(=4) > (Glyn,) =15 Glyry = ~2<0
folgt:

Bei (z1,z2) = (12, 10) liegt ein Maximum.
. 2h =423 -82=0=22,=0; Ta=4+V2; z3=-2
z;=6+2y=0:y=—3

se=1222-8; 2l =2; Zgy =0

(0 -3): 23,2y, -16 <0=1z;, ? = Sattelpunkt

(v2,-3): ZrpZyy = 32> 0=z, ? = Minimum
(=v2,-3): 2! 2 Zyy =32>0=1zf, ? = Minimum.
. Die richtigen Folgerungen sind:

A: Maximum

B: Keine sichere Aussage méglich

C: Widerspruch

D: Kein Extremwert

E: Minimum.

C =322 -2 =0z =432 =% —42 0 y=2

" " "o n " "

2
(1.‘, y) 2 zyy zzzzyy f (zzy) zt‘.'l
=6z |=2 p 3 =0
(3,2) 18 | 2 36 |>| o 0
(-3,2)| —18 | 2 | =36 |<| o0 0

"Bei (—3,2) existiert kein Extremwert (Sattelpunkt)
Bei (3,2) existiert ein Minimum. :



13.2 Extremwerte unter

Nebenbedingungen

1. a)z; =2+ 2zy+ AM(—-1,52 — y + 6)
Oz _ A
%—-—23—-(\——0:2—2
%:2x+2y—1,5k=0=>y=0,25/\
0z
-5X=—1,5:c—y+6=0=>/\=6=>:c=3,y=1,5

b)z = z? 4 2z(—1,5z + 6) = —22% + 12z

dz
a—;——4z+12--0:z—3,=>y—1,5
B2t 0% v bei (35105)
7= aximum bei (3;1,5) .

2. f(z,y,2) =3zy+ A (18 — 22 — ¢?)
f,’,=3y—2/\x=0=>y=§/\z . & .
f;=3z—2/\y=0=>y=g—§ A= g Y =
[=18-2"—y=0=22"=9;z,=33 ;=2 =-7;
y==3
3,3)5 (3,-3)5 (=3,3) 5 (=3,-3) .

3. fr=2z222%+ A\(18 — 2z — 2y — 22)

afL_ 2 2 _
PP =2zy°z*-22=0

%=2y3222—2A=0 =r=y=z
9y

afL__ 2 2 _

pp =2zz°y* —2A =0

g%: 18-2z-2y—2z=0=z=y=2=3

Ergebnis: z =y=2=3, A =243

Bedeutung des Multiplikators: Wird das absolute Glied der Neben-
bedingung um 1 Einheit geandert, so dndert sich der optimale Funk-
tionswert um A = 243.




4. y=2y+ 3z =>zy—y=-3z
2=423-32 42
2 =1222-3=0=222=025;2,=-05;2,=005
2" =24z ;2"(05) =12>0; 2"(-0,5) = -12< 0
Minimum bei (0,5;3) ; Maximum bei (—0,5;—1).

13.3 Okonomische Anwendungen

1. K = 4r, + 12r5 + A (80 _ 20',;),25"(2),75)

0K —0,75_0,75 4r] ™
'aTl=4—A5r1 ry =0 éA:ﬁ

=>r=re
0K 0,25_-0,25 12"2’25
— =12 - A15rr; " =03 X =
Or, ! 2 151‘?’25
0K

x =80~ 20r ) =080-20r =0=>r =4=r,

2. a)Minimiere O = a? + 4ah (Zielfunktion) unter der Bedingung
V = a’h = 4 (Nebenbedingung)
I. Einsetzungsverfahren (Substitution)
- II. Lagrangesche Multiplikatoren-Methode

b) Lésung mit Hilfe von I:
O=a2.+? ;O'=2a—§=>a=2 ; 0”(2) > 0 = Minimum
h= a%— =1
Losung: amin =2m  hmin = Im (Omin = 12m? bei V = 4m3) .

Der Blechverbrauch ist minimal, wenn die Héhe der Container
halb so grofi wie die Kantenlinge ist.



4 y=2y+3x=>ay—y= -3z
z=4z%3 -3z 42
Z=1222-3=0=222=0,25; =, =—-05;22=05
=24z ; 2"(05)=12>0; 2"(-0,5) = -12< 0
Minimum bei (0,5;3) ; Maximum bei (—0,5;~1).

13.3 Okonomische Anwendungen

1. Ky =4r; +12r3 + 2 (80 - 207'?’251'2’75)

3K —0,75 0,7 47‘0’75
5;1—=4—A51‘1'51'2'5=0 =>/\=5r§-ﬁ

=>rL=r,
0K 0,25 _-0,25 12r9:%°
7— =12-A15r"r; 7 =03 A =
Ory ! 2 157’?‘25
oK

Sy =80= 20 =0 80-20r =0=>r =4=r,

2. a)Minimiere O = a? + 4ah (Zielfunktion) unter der Bedingung
V = a’h = 4 (Nebenbedingung)
I. Einsetzungsverfahren (Substitution)
- II. Lagrangesche Multiplikatoren-Methode

b) Lésung mit Hilfe von I:

O=a2-+§ ;0’=2a—(11—§=>a=2;O”(2)>0=>Minimum
h=4—4;=1

Losung: amin = 2m  hmin = Im (Omin = 12m? bei V = 4m3) .
Der Blechverbrauch ist minimal, wenn die Héhe der Container
halb so grofi wie die Kantenlange ist.



3. K =6ri+ 12r3 + A (80 — 5r?ry)

OKL o 6 10Amr = 0= Az O
ar 10717, 4
R 7‘1 = 7‘2
0K 2 12
Grs SAri = 0=> A 577
0K

E\i=80—5rfr2=0;>80—80r§=0=}r2=1
rr=4,ro=1,1=0,15
Minimalkombination bei (4,1)
Kosten dndern sich um X = 0,15.

4. Die Eckpunkte des Rechtecks miissen auf dem Kreis liegen. Die

Diagonalen des Rechtecks gehen dann durch den Kreismittelpunks.
Ist  die Ldnge und y die Breite des Rechtecks, so gilt

F=zxy;z*+y* = 4r?
FL =zy+ Mz + y? — 4r?)

a—Fi=y+2z/\=0
Oz S>r=y
oFL -

2z2=4r2=>x=\/§r=y,
5. Ky =3r+12r;+ 2 (100 - 20r{2r}*)

K -0,8.0,8 3r)®
=3-)4 et =0 = A= 1

ory : 1T 0=24 41‘3’8

aKL 02 —02 127'2’2

= 12=A16r,"7. " =02 A =

Ory 12 161'?’2

3% 1207 N
—— i —— rn=7r
4rd® 16r3? P
K
a—af =100 - 20r1*r3® = 0= 100~ 20 =0 = ry =5 =r, .



6. G* = 120,/27 + 160,/Z3 + A (4.000.000 — z; — z5)

9.

9G* = 90 -X; oGT _ 80 . 3_G = 4.000.000 — 2, — z

dzy  fz1 ' Oz, \/52 ’ a,\'
Nach Nullsetzen der Ableitungen und Aufiésung der Gleichung
folgt: =z, = %‘izl bzw. z; = 1.440.000 und z, = 2.560.000 sowie

= 0,05. Der zusitzliche Gewinn bei Einsatz einer zusatzlichen
EUR Kapital wird durch A angegeben und betragt 0,05 EUR.

b

dyr Oy _ A Oy _ A Oy _ 1.1
9 = the TTlT@mwm Tl ey S0ty

durch Nullsetzen folgt: A = —

yL=9a:—a—4b+)\(z—10+%+1)

=‘>—1+—9—=0=$a2=9=>a=3

und 4+395-‘0=>b2 9=>b"— undfa;=79.

a) K = 2r1 +8r; + X (40 - 5r)°r3*)

’ 0,5

0K _o_ 5A05r'°5°5_0=>/\=ﬂ%?

or : 5ry’ S
K | 1grs [T
S = 8-5A05r00 ;S = 0 = A= — 2

Or, 5ry’

0K

ML W0-5r%r0 =0 5.2 =40 r=4;r = 16
A=16;
b)ﬁ—)\_ls

c) Isoquante und Isokostengerade haben an der Stelle der Minimal-
kostenkombination einen Beriihrungspunkt. :

a)G =6k+2gk 4k+g=37
G = 6k + 2gk + A\(37 — 4k — g)

%:6-}-25]—41\:0

aC >g=4k-3
agL_2k A=0

oGy, =k=b;9=17;2=10
o =37 ~4k—-g=0;

b)Um A= 10.



